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FIGURE 1 — Physicien et autodidacte britannique, Oliver Heaviside (1850-1925) introduit l'impédance
comme généralisation de la résistance aux circuits en régime variable. Il formalise I’analyse des circuits
avec des opérateurs (notamment en Laplace) et contribue a la compréhension des phénomenes de
transmission électrique. Sa pensée marque la transition entre la physique théorique et 1’électrotechnique.
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FIGURE 2 — Inventeur et ingénieur serbo-américain, Nikola Tesla (1856-1943) est un pionnier du
courant alternatif. Il congoit des systémes de transport d’énergie électrique a grande distance, a haute
tension et fréquence. Méme s’il est plus connu pour ses inventions que pour la théorie, il incarne
I'impact pratique de la résonance et de 'usage du courant sinusoidal.

FIGURE 3 — Ingénieur et mathématicien américain d’origine allemande, Charles Proteus Steinmetz
(1865-1923) est célebre pour avoir popularisé 1'usage des nombres complexes dans I’étude des circuits
en régime sinusoidal. Son approche simplifie grandement le calcul des impédances, des déphasages et
des puissances dans les réseaux alternatifs. Il a joué un role clé dans le développement de la distribution
d’électricité a grande échelle.
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Chapitre 1 : Dipoles en régime sinusoidal forcé

&b Objectifs :
— Passer de la représentation complexe d'un signal au signal réel et réciproquement.
— Etablir I'expression de I'impédance d'une résistance, d'un condensateur, d'une bobine.

— Remplacer une association série ou paralléle de deux impédances par une impédance équivalente.

Un signal périodique est pur s'il peut étre mis sous forme sinusoidale :
s(t) = S cos(wt + ¢)

ol w = 27 f est la pulsation du signal.
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Un signal périodique est dit composé s'il ne peut pas étre mis sous forme sinusoidale.
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Une des découvertes majeures de Joseph Fourier (1738-1830), mathématicien et physicien francais, a
consisté a comprendre qu’'un son périodique de fréquence f peut en fait se « décomposer » en une somme
de sons purs de fréquences respectives f, 2 x f, 3 x f, etc. C'est ce que I'on appelle I'analyse de Fourier, qui
a ouvert tout un pan des mathématiques, et a permis a Fourier de résoudre des problemes sur le transport
de la chaleur.

Par exemple, on peut analyser mathématiquement le signal composé précédent, et s'apercevoir qu'il
s'agit en fait d'une somme de trois signaux purs (figure 77).
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FIGURE 1.1 — Décomposition du signal s(t) en somme de signaux sinusoidaux.

Dans la figure 7?7, on a donc s(t) = s1(t) + s2(t) + s3(t) avec chaque s,(t) de la forme s, (t) =
Sy cos(n X wt + ¢yp), ob w est la pulsation de s(t).

Soit un signal périodique s(t) de pulsation w. On peut décomposer ce signal en une somme,
potentiellement infinie, de signaux sinusoidaux :

s(t) = So+ Y Spcos(nwt + ¢y)

n=1

ol Sy est la valeur moyenne de s(t). Cette décomposition se nomme décomposition en
série de Fourier, et la suite des (.S),) est la suite des coefficients de Fourier du signal

s(t).

\

Le spectre d'un signal périodique est la représentation graphique des différentes fréquences
le constituant. Un trait vertical correspond a la présence d'une fréquence donnée par
I"abscisse ; la longueur de ce trait correspond a I'amplitude de cette fréquence.

La raie présente a la pulsation w du signal correspond au fondamental ; les autres raies
sont appelées harmoniques (la n-iéme raie est I'harmonique de rang n).

Ci-dessous sont les spectres d'un signal pur et d'un signal composé.
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L'intérét de pouvoir décomposer un signal périodique composé en signaux sinusoidaux est de pouvoir
simplifier I'étude du signal composé. En effet, si I'on sait comment réagit un systéme a une excitation
sinusoidale d'amplitude A et de pulsation w, il suffira d’additionner les réponses pour chacune des excitations
afin d'obtenir la réponse totale du systéme.
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Si I'on pousse les mathématiques un peu plus loin, on peut démontrer que quasiment tous les signaux
physiques peuvent se décomposer en sinusoides, qu'ils soient périodiques ou non.

Par exemple, une impulsion (voir figure 7?7) posséde un spectre; celui-ci est juste continu, a l'inverse du
spectre de raies d'un signal périodique. La somme se transforme alors en :

s(t) = / S(w) cos(wt + ¢,)dw
0
ol S(w) est la transformée de Fourier du signal s(t).
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FIGURE 1.2 — Spectre d’une impulsion.

Ainsi, la décomposition d'une excitation en sinusoides permet toujours de revenir a la réponse totale du
systéeme, en sommant tout simplement les réponses pour chacune des fréquences concernées.

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés a des systemes mécaniques et électriques dont I'excitation
extérieureE] était constante (par exemple, le poids P ou une force électromotrice F).

Ainsi, la grandeur de sortie s(t) du systéme (typiquement, la position 2:(¢) en mécanique ou la tension u(t)
d’un dipdle en électrocinétique) finissait par devenir constante : on avait toujours s(t) = Soo + Stransitoire (%)
avec Stransitoire(t) qui finissait par tendre vers 0. En résumé : une excitation extérieure constante impliquait
une réaction qui devenait, au bout d’'un certain temps, constante également.

Or, il existe des systémes physiques étant soumis a une excitation périodique : vibration des cordes
vocales a une pulsation €2 donnée, mouvement d'une éolienne, GBF envoyant un signal sinusoidal ou
créneaux...

Cette excitation extérieure périodique e(t) peut étre décomposée, par le théoréme de Fourier, en une
multitude de signaux sinusoidaux e;(t) = Eq cos(§2t + ¢1), ea(t) = Ea cos(22t + ¢2), et ainsi de suite.

Lorsque I'équation régissant le mouvement d'un systéme est Iinéaire[ﬂ on peut alors s'intéresser a chacune des
o0

harmoniques e, (t), déterminer la solution s, (t) associée, puis retrouver la solution totale s(t) = Z Sn(t).

n=1
Le régime sinusoidal forcé correspond alors au cas ou I'excitation mécanique extérieure impose une

périodicité sinusoidale au systéme : E(t) = Ey cos(wt).
Tout comme les études précédentes, I'évolution des grandeurs mécaniques et électriques se fait en deux
étapes : un régime transitoire, qui disparait au bout d'un temps caractéristique At, et un régime permanent.

1. C’est-a-dire l’action mécanique extérieure a l'origine du mouvement ou la tension d’alimentation du générateur.
2. C’est-a-dire ne faisant intervenir que des grandeurs du type s(t), $(t), §(¢), et pas de \/s(t) ou exp(s(t)) par exemple.
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Dans cette partie, nous allons négliger toute étude du régime transitoire, et uniquement nous intéresser a la
solution particuliére que constitue le régime permanent : c'est ce que I'on appelle le régime sinusoidal
établi.

réponse du systeme

X(t) excitation sinusoidale

= Fy cos(wt)

WMAAAA%t
/YA VA VA S ¥

régime permanent

régime transitoire

FIGURE 1.3 — Régime transitoire et régime permanent en régime sinusoidal forcé. On observe que la
réponse du systéme possede la méme fréquence que 'excitation extérieure, en régime permanent, mais
pas forcément la méme amplitude, et elle peut également avoir un retard.

Puisque I'excitation est sinusoidale, on aura une réponse sinusoidale pour s(t) en régime permanent. En
particulier, s(t) oscillera a la méme pulsation que I'excitation. On écrit alors s(t) = S cos(wt + ¢) avec S et
(o deux inconnues a déterminer.

En régime sinusoidal établi, toutes les grandeurs sont de la forme f(t) = F cos(wt + ¢), ol w est la
pulsation imposée par le générateur.

On associe a un signal réel f(t) = F cos(wt + ¢) excité a la pulsation w une grandeur
complexe f(t), définie par :
f(t) = F W)

On peut passer de I'écriture complexe a I'écriture réelle par la formule f(t) = Re(f(t)).

Pour simplifier davantage I'écriture, on utilise la propriété e®t? = e%e® qui nous permet
d’écrire :
f(#) = F ™

avec F = Fel®.

F' est I'amplitude réelle du signal, ¢ sa phase et F' son amplitude complexe.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Question 1 : Exprimer F' et ¢ en fonction de F et d'opérateurs agissant sur les nombres complexes.

Soit un signal réel f(t) = F cos(wt + ) auquel on associe un signal complexe

f(t) = Fel@t) = Fei“t On a alors :

F=|F e ¢=arg(F)

Question 2 : Donner une expression de d{(t) en fonction de w et f(t). De méme, donner une expression

de /i(t)dt en fonction de w et f(t).

\

e Dériver n fois un signal f(t) correspond a le multiplier par (jw)™. En particulier :

j—{(t) S jw x f(t)
2
%@) = (jw)? x f(8) = —w’£(2)

e Intégrer n fois un signal f(t) correspond a le diviser par (jw)™. En particulier :

/f(t)dt <, J;(i)

Question 3 : Quel lien peut-on faire avec la transformée de Laplace?
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Prenons un circuit RLC série alimenté par une tension sinusoidale e(t) = F cos(wt) (voir figure 77?).
On choisit la fréquence et I'amplitude du signal délivré par le GBF, et les composants R, L et C' sont
totalement connus.

L 7
oYYl
E cos(wt) T@ C_—_—|u
]
| I
R

FI1GURE 1.4 — Circuit RLC pour ¢t > 0.

d? d
d—:;(t) + ROZL(#) + u(t) = E cos(wt), que I'on met

L'équation différentielle régissant u(t) est : LC' m

sous forme canonique :
d’u wo du
S+ 2
dt Q dt
On cherche les solutions de cette équation en régime permanent; on note alors u(t) = U cos(wt + ¢)
avec U I'amplitude réelle de la tension aux bornes du condensateur et ¢ le déphasage entre |'entrée (la

source de tension) et la sortie (le condensateur).
En notation complexe, les sighaux électriques peuvent donc s'écrire s(t) = Se’/“! avec S = Se’?.

(t) + wiu(t) = WAE cos(wt)

Question 4 : Mettre sous forme complexe les signaux u(t) et e(t).

Question 5 : Quelles sont les inconnues du probléme?

ATS - Lycée Louis Armand 9 A. Diet
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wo

Q

Question 6 : Montrer que I'équation différentielle peut désormais s'écrire |—w? + jw— +wi| U = E.

Question 7 : Isoler U, puis en déduire (sans mener totalement le calcul) les expressions de U et .

Intéressons-nous a ce que deviennent les lois intensité-tension pour les différents dipdles étudiés plus
tot dans I'année. On se place en convention récepteur, avec u(t) la tension aux bornes du dipdle et i(t)
I'intensité du courant le traversant.

La tension complexe sera donc notée u(t) = U e/#u e/*! et I'intensité complexe sera notée i(t) =
T el¥i giwt.

Question 8 : Rappeler la loi intensité-tension pour une résistance R. Que devient-elle pour les grandeurs
complexes ? Quel est le déphasage Ap = ¢, — @; entre l'intensité et la tension complexes ?

ATS - Lycée Louis Armand 10 A. Diet
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Question 9 : Mémes questions pour une bobine d'inductance L.

Question 10 : Mémes questions pour un condensateur de capacité C.

On appelle impédance (complexe) Z d'un dipdle la constante de proportionnalité entre la
tension complexe u aux bornes de ce dipdle et I'intensité complexe i traversant ce dipdle,
en convention récepteur :

u=2Zxi

Cette relation est la loi d’Ohm complexe.
— Pour une résistance R, |I'impédance complexe est réelle et vaut Zp = R. Il n'y a

pas de déphasage entre u et 7 ;
— Pour une inductance L, I'impédance complexe est imaginaire pure et vaut Z; = jLw.
Il'y a un déphasage de 7/2 entre u et 7 : la tension a un retard sur le courant d'un

quart de période;
1
— Pour une capacité C, I'impédance complexe est imaginaire pure et vaut Zo = Cw
jCw

Il'y a un déphasage de —7/2 entre u et ¢ : la tension a une avance sur le courant
d'un quart de période.

Question 11 : A basses fréquences (w — 0), quel est le comportement d’'une bobine? D'un condensa-
teur ? Est-ce cohérent?

ATS - Lycée Louis Armand 11 A. Diet
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Question 12 : A hautes fréquences (w — +00), quel est le comportement d'une bobine? D'un
condensateur ?

A basses fréquences (w — 0), une bobine se comporte comme un fil et un condensateur
comme un interrupteur ouvert.

A hautes fréquences (w — +00), une bobine se comporte comme un interrupteur ouvert
et un condensateur comme un fil.

La relation u = Z x ¢ étant analogue a la loi d'Ohm, on en déduit que les lois d’associations d'impédances
sont équivalentes a celles valables pour les résistors.

Deux impédances Z; et Z3 en série sont équivalentes une impédance Z¢q = Z; + Z.
En généralisant, n impédances Z1, ..., Z, en série sont équivalentes a une impédance :

n
Zeq=Z1+ ..+ Zn= Zg
k=1

Deux impédances Z; et Z> en dérivation sont équivalentes a une impédance Z¢, telle que
1 1 1

a9 L 22
En généralisant, n impédances Z1, ..., Z,, en dérivation sont équivalentes a une impédance
Zgq telle que :

N

1 1 1 "1
— =t +—=) —
e 5 h BT

Question 13 : Montrer que |'on retrouve les relations usuelles pour un résistor et une bobine.

ATS - Lycée Louis Armand 12 A. Diet
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Question 14 : Montrer que |'on retrouve les relations usuelles pour un condensateur.

Question 15 : Déterminer I'impédance Zr ¢ d'une association (R, L, C) série.

Question 16 : On suppose que l'impédance Zprc est alimentée par une source réelle de tension
sinusoidale e(t) = Fe/*t. En appliquant la loi des mailles puis la relation intensité-tension complexe pour le
condensateur, déterminer une relation « simple » entre la tension u aux bornes du condensateur et e.

Question 17 : En revenant au domaine réel, montrer que I'on retrouve I'équation différentielle vérifiée
par u(t).

ATS - Lycée Louis Armand 13 A. Diet
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Comment justifier rigoureusement le fait qu'une équation du type :

d’F wo dF

ﬁ( ) + ag(t) + WAF(t) = W3E cos(wt)

puisse se « transformer » en :

d’F L @0 dF

F( )+ 6@(75) +wiF = wiEe

avec F(t) = Fycos(wt + @) et F(t) = Fyel @9 7 En d'autres termes, comment justifier que I'équation
différentielle complexe est tout aussi valable que I'équation différentielle réelle ?
Notons F*(t) = Foe 1“!t%) |e complexe conjugué de F(t). On a donc F(t) =
ejwt + efjwt
2

E(t) + F*(t)
2

. Ainsi, I'équation différentielle de départ peut se réécrire, en multipliant par 2 :

et

Ecos(wt) = FE

@(t) * W@) + Q | dt (t) + W(t) +wi [F(t) + F*(t)] = wi E [ew + efj”t}

Or F(t) = Fyel?elt = Fyel*t et F*(t) = Fpe 7¥9e %t = Fy*e=I“t. Une propriété mathématiquelﬂ
permet alors de dire que si I'on a a;e/“t 4+ ase ™7t = b1t + bye 7%, alors a; = by et as = bo.
Nécessairement, on en déduit les deux équations suivantes :

d’F L 0 dF

0+ D)+ BE() = B

d2E* . wo dE*
a2 Dt o4
Ces deux équations refletent en réalité la méme chose : si I'on applique la transformation « complexe
conjugué » a la deuxiéme équation, on retombe en fait sur la premiére. Ainsi, I'équation différentielle réelle
implique nécessairement I'équation différentielle complexe : EDgr = EDc.
Par ailleurs, on peut prendre la partie réelle de I'équation différentielle complexe, qui redonne I'équation
différentielle réelle : ED¢c = EDg.
On a finalement I'équivalence entre les deux équations différentielles : EDg < ED¢.

() + WBE* (1) = wiBe 7!

b’ _la| x |b|

1<

a X
c

X
IS

<a
arg

arg (x + iy) = arctan (y) siz>0
x

) =arga +argh —argc

e}

arg (x + iy) = m + arctan <y) siz <0
x

3. Il s’agit, rigoureusement, du fait que les fonctions t — e/*! et t + e™9** forment une famille libre : vous verrez
cette propriété plus tard dans 'année en mathématiques.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

A cocher quand vous savez y répondre par vous-méme...

O Soit le signal réel u(t) = U cos(wt 4+ ¢). Donner I'expression du signal complexe u(t); expliciter
notamment son amplitude complexe U.

[J Démontrer que dériver un signal réel correspond a multiplier le signal complexe correspondant par jw.

O

1 -
Déterminer la solution de 54 + —u = 3 cos(wt) en régime permanent.
T

[J Rappeler la loi d’'Ohm complexe. Donner les impédances complexes d'un résistor, d'un condensateur,
d'une bobine.

[ Rappeler les lois pour les associations série et paralléle de plusieurs imépdances complexes.
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Chapitre 2 : Puissance et énergie en régime sinusoidal forcé

b Objectifs :

— Etablir et exploiter I'expression de la puissance moyenne recue par un dip6le en fonction de la tension
efficace, de l'intensité efficace et du facteur de puissance.

— Relier le facteur de puissance a I'impédance complexe.
— Justifier I'emploi de lignes a haute tension pour le transport d'énergie électrique.

— Analyser l'influence du facteur de puissance d'une installation sur les pertes d'énergie par effet Joule
dans les lignes de transport.

Soit un signal périodique s(t) de période T'. La valeur moyenne (s) de ce signal se calcule
a partir de son intégrale :

(s) = ;/{)Ts(t)dt

\ 7

Question 1 : Quelle est la valeur moyenne d'un signal constant s(t) = sg?

Question 2 : Montrer que la valeur moyenne d'un signal sinusoidal s(t) = S cos(wt) est nulle.

16



Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Un signal sinusoidal a une moyenne nulle.

& Remarque : Géométriquement, il est cohérent d'obtenir une moyenne nulle pour un signal sinusoidal
si I'on interprete 'intégrale comme ['aire algébriqueﬂdu signal s(t) (voir figure ?7). En effet, chaque surface
sous I'axe horizontal (en bleu) a une aire compensée par les surfaces au-dessus de |'axe horizontal (en
rouge).

s(t)

FIGURE 2.1 — Interprétation géométrique de la moyenne nulle pour un signal sinusoidal.

On remarque que la valeur moyenne n'apporte aucune information sur I'amplitude d'un signal sinusoidal,
notamment parce que celui-ci est la moitié du temps positif et I'autre moitié du temps négatif. On peut
donc essayer de s'intéresser a une modification de ce signal le rendant toujours positif...

Soit un signal périodique s(t) de période T'. La valeur efficace Ser de ce signal se calcule

a partir de son intégrale :
1 T
Seff = */ s2(t)dt = \/(s?)
T Jo

\ 7

Question 3 : Déterminer la valeur efficace du signal sinusoidal s(t) = S cos(wt). On rappelle que

1 2
Va € R, cos?(a) = —i—cgs(a).

1. On décompte les aires positivement si elles sont au-dessus de 1’axe horizontal, et négativement si elles sont en-dessous.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

La valeur efficace d'un signal sinusoidal d’amplitude S est :

S

V2

\ 7

Seff =

& Remarque : La valeur efficace d'un signal périodique dépend de la forme dudit signal. Par exemple, un
signal créneaux symétrique d'amplitude S a une valeur efficace Seif = S'; un signal triangulaire d’amplitude
S a une valeur efficace Ser = S/V/3...

Soit un résistor de résistance R possédant une tension u(t) a ses bornes et parcouru par un courant
d'intensité i(¢). On se place en convention récepteur.

Question 4 : Donner I'expression de la puissance instantanée P(t) recue par le résistor en fonction de
u(t) et de i(t), puis en fonction de R et i(t).

Question 5 : On suppose de plus que les signaux i(t) et u(t) sont sinusonauxE]: i(t) = I cos(wt) et
u(t) = U cos(wt). Exprimer la puissance moyenne (P) recue par le résistor en fonction de R et ..

Question 6 : Réexprimer (P) en fonction de Ugs et R.

La valeur efficace d'un courant ou d'une tension variables au cours du temps correspond a
la valeur d'un courant continu ou d’une tension continue qui produirait un échauffement
identique dans un résistor.

. 7

W Remarque : La tension efficace est celle affichée par un voltmétre en mode alternatif AC; de méme
avec le courant efficace.

2. On rappelle que u(t) et i(t) ne sont pas déphasés 1'un par rapport a autre pour un résistor.
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On consideére désormais un dipdle quelconque possédant une tension u(t) = U cos(wt) a ses bornes et
parcouru par un courant d'intensité i(t) = I cos(wt + ). On se place a nouveau en convention récepteur.

Question 7 : Exprimer la puissance instantanée P(t) recue par le dipdle. On rappelle que

1
Va € R,Vb € R, cos(a) x cos(b) = 5 [cos(a + b) + cos(a — b)].

Question 8 : En déduire |'expression de la puissance moyenne (P) recue par le dipdle en fonction de
U 1
Usr = —=, Ief = —= et .

Soit un dipdle alimenté en régime sinusoidal forcé par une efficace Uess et une intensité
efficace I¢fr. Si I'on note ¢ le déphasage entre la tension et I'intensité du courant, la
puissance moyenne recue par ce dipole est :

(P) = Uk x Iegr % cos(ip)

On appelle la grandeur cos(p) le facteur de puissance : il est sans unité, et compris
entre 0 et 1.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Le dipdle étudié a une impédance complexe Z.

Question 9 : Donner les expressions de u(t) et i(t); en déduire les amplitudes complexes U et [.

Question 10 : Rappeler le lien entre u(t), i(¢) et Z. En déduire une expression de ¢ en fonction de Z.

Soit un dipdle d'impédance complexe Z. Le facteur de puissance cos(¢p) est lié a I'impédance
complexe car ¢ = arg (Z).
On en déduit que cos(p) = cos (arg (Z)).

Question 11 : Que vaut le facteur de puissance pour un résistor ? Commenter.

Question 12 : Que vaut le facteur de puissance pour un condensateur ? Commenter.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Question 13 : Que vaut le facteur de puissance pour une bobine ? Commenter.

Question 14 : On considére une association série (R = 1009, L = 1 H) alimentée par une tension
sinusoidale de fréquence f = 50 Hz. Déterminer I'impédance complexe de I'association, puis I'expression et
la valeur du facteur de puissance.

Question 15 : Ajouter un condensateur en série de |'association précédente permet-elle d'augmenter ou
de diminuer le facteur de puissance?
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

L'énergie électrique produite a la centrale (nucléaire, hydraulique, éolienne...) est acheminée jusqu'aux
habitations par des lignes électriques (voir figure 7).

~—

N

FIGURE 2.2 — Trois lignes a haute tension.
On retrouve souvent ces lignes par groupes de trois : elles transportent chacune un courant électrique
déphasé de 27/3 = 120° par rapport aux autres, de telle maniére que la somme des trois signaux soit nulles

(voir figure ??7). On parle de courants triphasés.

intensités des courants

DD ..
C AKX AKX

FIGURE 2.3 — Courant triphasé. On remarque que i1 (t) + i2(t) + i3(t) = 0, Vt.

Ainsi, lorsque I'une des lignes alimente une charge, le courant entrant par une phase (par exemple i1 (t))
dans la charge la quittera par les deux autres phases (ici, i2(t) + i3(t)).

Chacune de ces lignes est portée a une méme tension efficace Ugsr et 3 un méme courant efficace I,
qui varient selon les puissances transportées et les zones traversées (voir figure 77).
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

e Valeurs moyennes des champs électrique et magnétique autour
des lignes aériennes de transport d’électricité a 50 Hz

o /M)
Amp ELECTRIQUE \EN Vi

i T
CHAMP MAGNETIQUE (EnH )

NEGLIGEABLE
NEGLIGEABLE

NEGLIGEABLE

Source : MEDDE instruction du 15 avril 2013 relative a I'urbanisme a proximité des lignes de transport
d’électricité.

FIGURE 2.4 — Valeurs des champs électriques et magnétiques créés par les lignes aériennes.

Question 16 : Justifier que les oiseaux de la figure ?7? ne soient pas électrocutés malgré des tensions
importantes.

On note P, = Ueslesr cos(¢) la puissance active générée par la centrale et transmise par les lignes, et
P celle dissipée par effet Joule le ligne de la ligne de résistance R.

Question 17 : Exprimer P; en fonction de R, P,, Uesr et cos(p).

Question 18 : Justifier I'emploi de lignes a haute tension pour le transport d'énergie électrique.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Question 19 : Préfére-t-on un facteur de puissance élevé ou faible pour transporter |'énergie électrique ?

Pour une ligne aérienne haute tension, le facteur de puissance est trés élevé : cos(y) ~ 0,95 a 0,99.
La ligne possede une impédance principalement inductive R + jLw. Un bon facteur de puissance limite le
courant circulant et donc les pertes par effet Joule.

O

Soit un signal s(t) = S cos(wt + ¢). Donner sa valeur moyenne et sa valeur efficace.

O

Rappeler le lien entre la puissance électrique moyenne recue par un dipsle, sa tension efficace, son
courant efficace et son facteur de puissance. Quelle est I'unité du facteur de puissance ?

O Déterminer le facteur de puissance d'une association série (R = 30€2, L = 1H) alimenté par une
tension sinusoidale de fréquence f = 50 Hz.

O Justifier I'emploi de lignes a haute tension pour le transport d'énergie électrique.

[0 Expliquer l'influence du facteur de puissance d'une installation sur les pertes d’énergie par effet Joule
dans les lignes de transport.
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Chapitre 3 : Résonance d’un circuit électrique

b Objectifs :

— Etablir I'expression de I'amplitude de la tension aux bornes de la résistance, de la bobine ou du
condensateur en fonction de la fréquence en utilisant la notion d'impédance complexe.

— Tracer la courbe donnant I'amplitude de la tension aux bornes de la résistance en fonction de la
fréquence.

— Relier I'amplitude et la largeur (3 1/4/2) du pic de résonance en courant au facteur de qualité et a la
pulsation propre du circuit.

On observe la tension aux bornes du résistor d'un circuit RLC' série. Cette tension
est forcée par une source de tension sinusoidale qui excite le systéme.

On peut régler la fréquence d'excitation ainsi que le facteur de qualité (c'est-a-dire,
la résistance du circuit).

Cljs
%

Question 1 : On prend @Q = 0,5 et on augmente progressivement la fréquence. Qu'observe-t-on pour
I'amplitude de la tension aux bornes de la résistance ?

Question 2 : On prend (Q = 5 et on augmente progressivement la fréquence. Qu'observe-t-on pour
I'amplitude de la tension aux bornes de la résistance ?

La résonance est une situation tres générale dans laquelle I'excitation périodique d'un
systeme a une fréquence w, provoque une réponse de trés forte amplitude.

25
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

On étudie un circuit RLC série en régime sinusoidal forcé (voir figure ?7), alimenté par une source
idéale de tension e(t) = F cos(wt).

E cos(wt) T@ c——

—L

R

F1GURE 3.1 — Circuit RLC en régime sinusoidal forcé.

Question 3 : Exprimer I'impédance Z;~ de I'association série RLC. La mettre sous forme d'une
unique fraction.

Question 4 : A I'aide d'un circuit équivalent, donner le lien entre ¢(t), Z et i(t).

Question 5 : Exprimer les tensions complexes ur(t), uc(t) et up(t) respectivement pour le résistor, le
condensateur et la bobine en fonction de i(t) et des constantes de I'énoncé.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Question 6 : En déduire |'expression de I'amplitude complexe Ugr de la tension aux bornes de la
résistance en fonction de R, L, C', w et E.

E
Question 7 : Montrer que I'on peut mettre Ug sous la forme : Ug = o On donnera
(3
wo W

les expressions de @ et wy.

Question 8 : En déduire I'expression de Ug, amplitude réelle de la tension aux bornes du résistor.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Question 9 : Que valent les limites de Ur(w) lorsque w < wp (« w trés petit devant wp ») et w > wp
(« w trés grand devant wg »)?

Question 10 : Pour quelle valeur de w le dénominateur de Ur(w) est-il minimal ? En déduire sa valeur
maximale Upax.

Question 11 : Tracer alors I'allure de Ug(w).

Question 12 : Justifier que I'amplitude réelle du courant électrique I(w) dans le circuit suit les mémes
variations que Ur(w).

\

Le courant circulant dans un circuit RLC série entre en résonance lorsqu'il est excité a la
pulsation propre wg du circuit. En d’autres termes, I'amplitude du courant électrique est
maximale a la pulsation propre wqy du circuit.

Cette intensité maximale est indépendante de la valeur du facteur de qualité ou de la
pulsation propre du circuit.

J

& Remarque : On pourrait faire |I'étude des tensions aux bornes du condensateur ou de la bobine, qui
subissent également des phénomeénes de résonance... mais assez différents de la résonance en courant.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

Question 13 : Que vaut l'intensité maximale Iax du courant a la résonance?

Soit un circuit RLC' série en régime sinusoidal forcé (pulsation w) dans lequel circule un
courant d'amplitude réelle I(w).
Les pulsations de coupure w. correspondent aux pulsations pour lesquelles on a :

Iwe) = I\n};

Si I'on note w,(;l) et w,(;2) les deux pulsations de coupure (avec w,(;l) < w,(;2)

du pic de résonance Aw correspond a la largeur de I'intervalle [w(gl),WEQ)]

termes :

), la largeur
: en d'autres

Aw = w((f) = wgl)

\ J

Question 14 : On pose z = w/wy la pulsation réduite. Montrer que les pulsations réduites z. de

(rifiont ( 1 )2 1
coupure veritien Te — — = —.
p C SL‘C Q2

, 1 . . e , 1 1 1 1
Puisque x.— — peut étre positif ou négatif, il faut résoudre deux cas: z.— — = —— et x,.— — = +—.
Te Tc Q o Q
. 1 1
e Premiercas : z,— — = ——.
Te Q

En multipliant par Qz., on peut alors réécrire cette équation sous la forme : Q22 + z. — Q = 0, dont
le discriminant est : A =1 +4Q? > 0.
Les solutions sont donc :

L 1+4/114Q2
- 20

Or z = w/wp > 0, donc I'unique solution physiquement cohérente est :

.Z’El) _ -1+ \2/;4' 4Q2

Le
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

. 1 1
e Deuxiemecas:z,— — = +—.

Tc Q

En multipliant par Qz., on peut alors réécrire cette équation sous la forme : Q22 — z. — @Q = 0, dont
le discriminant est : A =1 +4Q? > 0.
Les solutions sont donc :

1++/1+4Q2
Tp= ———
2Q)

Or 2z = w/wp > 0, donc I'unique solution physiquement cohérente est :
L 1A vi+4e?
(& QQ

& Remarque : Je doute que I'on vous demande de faire ce genre de raisonnement le jour du concours...
mais il ne vous est pas inaccessible.

Question 15 : Déterminer alors les deux pulsations de coupure du circuit RLC' série, puis la largeur du
pic de résonance.

Question 16 : La largeur du pic de résonance augmente-t-il ou diminue-t-il selon la valeur du facteur
de qualité Q ? Est-ce cohérent avec les observations faites au début du cours?

La largeur relative du pic de résonance en courant d'un circuit RLC' dépend uniquement

de son facteur de qualité @ :
Aw 1

wo @
On en déduit qu'un circuit possédant un grand facteur de qualité aura un pic de résonance
en courant tres étroit, alors qu'un petit facteur de qualité impliquera un pic de résonance
en courant assez large.
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Theme 5 : Circuits électriques en régime sinusoidal forcé

I{w)

I
L
\]

OO O
I
[\

Il
t

FIGURE 3.2 — Pics de résonance en courant d’un circuit RLC' selon la valeur de Q).

O Soit un circuit RLC' série alimenté par une source idéale de tension sinusoidale e(t) = FE cos(wt).
Etablir, en régime sinusoidal établi, I'expression de |I'amplitude réelle de la tension aux bornes du
résistor en fonction de E, R, L, C et w.

O Soit un circuit RLC' série alimenté par une source idéale de tension sinusoidale e(t) = E cos(wt).
Etablir, en régime sinusoidal établi, I'expression de I'amplitude réelle de la tension aux bornes de la
bobine en fonction de E, R, L, C et w.

O Soit un circuit RLC' série alimenté par une source idéale de tension sinusoidale e(t) = E cos(wt).
Etablir, en régime sinusoidal établi, I'expression de |I'amplitude réelle de la tension aux bornes du
condensateur en fonction de FE, R, L, C' et w.

[0 On donne I'expression de I'amplitude de la tension aux bornes du résistor d'un circuit RLC' série

E
en régime sinusoidal établi : Ur(w) = . Tracer la courbe de Ur(w) en la

free(s-2)

justifiant.
[J On donne I'expression de I'amplitude du courant circulant dans un circuit RLC' série en régime
sinusoidal établi : I(w) = max . Quelle est I'amplitude du pic de résonance en

2
w  w
\/1 +Q? ( — 0)
wo W
courant? A quelle pulsation a-t-elle lieu? En quoi le facteur de qualité du circuit influe-t-il sur la
largeur du pic de résonance en courant ?
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