On dit qu'un circuit est en régime permanent lorsque les grandeurs qui le décrivent (courant
électrique, tension électrique...) ne dépendent pas du temps.

On appelle dipéle un élément possiblement conducteur d’électricité et possédant deux bornes
(ou péles). On définit pour chaque dipdle un symbole permettant de les schématiser.

Un nceud est une connexion qui relie au
moins trois dipdles entre eux. Une maille est
un chemin fermé dans un circuit électrique.

Deux dipdles sont montés en série si aucun
nceud n'est présent entre les deux (ex : la pile
et le voltmétre ci-contre).

Deux dipdles sont montés en dérivation
(ou en paralléle) si leurs bornes sont connec-
tées aux mémes nceuds (ex : les deux résistors
ci-contre).
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La charge électrique ¢ (en coulomb C) est une grandeur physique portée par certains corps
qui caractérise leur capacité a créer ou a étre influencées par un champ électromagnétique.

Le courant électrique correspond au mouvement d’ensemble de porteurs de charges (géné-
ralement, des électrons) dans un conducteur. L'intensité i d’un courant électrique (en ampére
A) en un point donné se définit a partir du nombre de charges électriques dg passant par ce

S . d
point en un temps infinitésimal dt : | ¢ = £

Entre deux nceuds, l'intensité du courant
électrique est la méme, quel que soit le nombre
de dipbles que ce courant traverse.

La loi des nceuds énonce que la somme
des intensités de courant entrant a un nceud
est égale a la somme des intensités de courant
sortant de ce nceud :

E Tentrant = E Tsortant

Ci-dessous, i1 = i2 et i3 = i3 + i4.




Le potentiel électrique ¢ (en volt V) est une grandeur définie en tout point de I'espace,
qui correspond a un facteur pres a I'énergie potentielle électrique que posséderait une charge
électrique en ce point.

La tension électrique Uap (en volt V) entre deux points A et B est égale a la différence

de potentiels entre ces deux points : . On a notamment : Upa = —Uap.

Une tension peut donc étre positive ou négative. Une tension peut également étre nulle :
aux bornes d'un fil, la tension est toujours égale a 0 V.

Pour trois points quelconques A, B et C d'un circuit électrique, la loi d’additivité des
tensions énonce que :

’UAC :UAB‘FUBC‘

La loi des mailles énonce alors que, dans une maille quelconque (ABC...Y Z A), la somme
des tensions est nulle :

’UAB+UBC+-~-+UYZ+UZA:0‘

La caractéristique d’un dipdle électrique est la relation existant entre |'intensité ¢ du
courant traversant le dipéle et la tension u aux bornes de celui-ci.

Caractéristique d'un résistor : La tension u aux bornes d’un résistor est pro-
portionnelle a I'intensité i la parcourant : c'est
la loi d’'Ohm. Mathématiquement, on a :

avec R la résistance (en ohm 2) du résis-
tor. Elle quantifie la difficulté que le courant a a
traverser un résistor face a une tension donnée.
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Les résistances utilisées en travaux pratiques sont comprises, en ordre de grandeur,
entre 10 k() et 100 k2. On peut également citer d'autres résistances typiques, comme celle d'un
ampéremétre (10Q) et celle d'un voltmétre (1 MQ).



i Une source idéale de tension (gauche)

ik n délivre la tension u = e quel que soit le cou-
rant ¢ la traversant. e est alors appelée la force

e TC) u m électromotrice (ou fém).
Une source idéale de courant (droite) dé-
livre le courant d'intensité ¢ = n quelle que soit

la tension u a ses bornes. 7 est alors appelé le
courant électromoteur.

Les sources réelles d'éner- 7
gie électrique présentent une
caractéristique décroissante :
plus la tension délivrée aug-
/ mente, plus le courant débité
¥ diminue (gauche). On les mo-

délise alors par une association eT
série d'une source idéale de
tension et d'une résistance R, B
interne au générateur (droite).

i pente —1/R,

Une pile électrique est un dispositif électrochimique qui produit de I'électricité en convertis-
sant de |'énergie chimique en énergie électrique.

La capacité électrique @ (en coulomb C ou ampére-heure Ah) d'une pile correspond a
la charge électrique au sein de la pile. La capacité nominale d'une pile Qmax correspond a la
capacité de la pile neuve, souvent annoncée par le constructeur.

1Ah = 3600C et 1 mAh = 3,6 C.

Une pile alimentant un circuit débitera une intensité électrique I, ce qui diminuera sa capacité
électrique d'une quantité AQ) pendant une durée At selon la relation : | AQ = I x At

L’énergie &yl stockée par une pile (en joule J ou watt-heure Wh) s’exprime en fonction

de sa capacité électrique @ et de la tension U a ses bornes :

1Wh = 3600J et 1 mWh = 3,6J.

Soit un dipdle alimenté par une source d’énergie électrique. On appelle point de fonc-
tionnement le point d'intersection des caractéristiques du dipdle et de la source d’énergie : il
correspond a I'état de fonctionnement du circuit face a I'alimentation et au dip6le proposés.



On étudie une pile dont la caractéristique est donnée ci-dessous :

i (mA)

100

u (V)

1. Déterminer la tension a vide FE (pour un courant nul) et l'intensité de court-circuit I..
(pour une tension nulle) de la pile.
2. Déterminer la résistance interne r de la pile.

3. Lorsque la pile atteint I'équilibre, elle est usée et ne fonctionne plus. Considérant une pile
dont la capacité électrique est Qmax = 720 C, calculer le nombre N, d’'électrons échangés
pendant toute sa durée de fonctionnement. On rappelle que la charge d'un électron est
e =—1,6 x 1079 C.

4. Quelle énergie la pile posséde-t-elle initialement, sachant que la tension a ses bornes vaut
alors E'7 L'exprimer en joules puis en milliwatt-heure.

5. La pile alimente une lampe de résistance R = 40 €). Déterminer graphiquement le point
de fonctionnement du circuit.

6. En déduire la durée de fonctionnement de la pile en considérant un courant constant.



Résolution

1. On observe graphiquement que £ =6V et I.. = 300 mA.

i (mA)
pente —1/r
IC(:C\
Vi
100
> \Y%
! ) u (V)

2. On releve graphiquement que la pente a de la caractéristique est
—Ic 300 x 1073 A
a = = —

E 6V
doncr=— =20Q.
a

= —5 x 1072Q7". Or cette pente est égale & —1/r,

3. La capacité électrique de la pile est due a la charge de chacun des électrons de conduction,
donc Qmax = Ne X |¢e|. On en déduit que N = = 4,5 x 10?! électrons.

max

|e|
4. Initialement, la capacité électrique de la pile est Qmax et sa tension est . On a donc
gpile S Qmax x B =4320J = 1200 mWh.

5. On superpose la caractéristique de la lampe 2 celle de la pile, en tracant la droite ¢ = u/R

(loi d’Ohm) :
i (mA)
caractéristique de la lampe
/
100 point de fonctionnement
//
u (V)
1

On en déduit que la pile et la lampe fonctionnent a une tension de 4V et pour un courant
d’intensité 100 mA.

6. On a Qmax = I X At avec I = 100mA d’aprés la question précédente. Il vient donc que
Qmax 720C
At = = =7200s = 2h.
T ~ 100x103A ®




L'approximation des régimes quasi-stationnaires (ou ARQS) consiste a considérer comme
négligeable le temps de propagation At des ondes électromagnétiques devant la période du
signal T : At < T.

Si I'on note L la longueur caractéristique d'un circuit électrique, f la fréquence du signal et

c sa vitesse de propagation, I'’ARQS peut se traduire par : L < —.

f

1
Onaf= T avec T en seconde s et f en hertz Hz.

Pour le réseau EDF francais (c =~ 2 x 108 ms™), on a f = 50 Hz pour les lignes 3
haute tension donc A &~ 4000 km : on ressent les effets de retard a partir de ~ 1000 km, ce qui
correspond a la taille du territoire francais métropolitain.

Pour un circuit électrique en salle de TP avec f = 200kHz, on a A &~ 1km : les effets
de retard sont bien négligeable sur un montage de longueur L ~ 1m.

Dans I'ARQS, la loi des nceuds et la loi des mailles restent valides au sein d'un circuit
électrique.
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Si les fleches de courant et de tension sont Si les fleches de courant et de tension sont
de sens opposés, on est en convention récep- dans le méme sens, on est en convention gé-
teur. nérateur.

Le réflexe a avoir est donc de choisir la bonne convention quand on a a poser soi-méme
les tensions et intensités. De maniére générale, on posera les sources d’énergie électrique
en convention générateur, et les autres dipdles en convention récepteur.

Soit un dipble parcouru par une intensité i(¢) et ayant une tension u(t) a ses bornes, ces
deux grandeurs étant définies en convention récepteur. La puissance électrique instantanée
P(t) (en watt W) recue par ce dipble est le produit de I'intensité du courant par la tension :

[P() = ult) xi(t)]




L'énergie électrique AE recue par le dipble entre deux instants ¢; et t5 est alors :

AE = / ? P(t)dt

t1

— Pour un dipdle passif, on aura P > 0 et donc AE > 0 : le dipdle gagne de I'énergie de la
part du circuit.
— Pour un dipdle actif, on aura P < 0 et donc AE < 0 : le dipdle céde de I'énergie au

circuit.

Dans le cas d'un dipdle étudié en régime permanent pendant une durée At, on aura :

AE =P x At

En convention récepteur, la loi d'Ohm

t
E—L s'écrit :

uft) u(t) = R x i(t)

Un résistor de résistance R parcouru par un courant d'intensité i(t) et possédant une tension
u(t) a ses bornes percoit une puissance électrique :

u?(t)
R

'PRIRX’LQ(t):

L'énergie emmagasinée est libérée plus tard sous forme de chaleur : c'est I'effet Joule.

Un condensateur est un dipdle constitué de deux armatures conductrices et séparées par un

isolant. Chaque armature posséde une charge +@Q), opposée a celle de I'autre armature.
La charge Q présente sur chacune des armatures est proportionnelle a la tension u aux bornes

du condensateur : . C' (en farad F) est la capacité du condensateur.

En pratique, les capacités varient typiquement entre 1 nF et 1 pF.

En convention récepteur, on a :

c
i(t)
— P
u(t)




L'énergie £c stockée dans un condensateur dont la tension a ses bornes est u vaut :

1
gczzich

Q2
=36 |

La tension aux bornes d'un condensateur ne peut pas subir de discontinuité au cours du
temps.

On peut réécrire cette formule sous la forme : | E¢

Une bobine est un dipdle constitué d'un enroulement de fils autour d'un méme axe. Le
passage d'un courant dans une bobine crée un champ magnétique qui lui confére des propriétés
électriques.

En convention récepteur, on a :

AgngéYLﬁQ, w13
PR ~ T

avec L l'inductance (en henry H) de la bobine.

En pratique, les inductances varient typiquement entre 10 mH et 100 mH.

L'énergie &1, stockée dans une bobine traversée par un courant i est :

1.
SL = 5[112

L'intensité du courant parcourant une bobine ne peut pas subir de discontinuité au cours du
temps.

Deux résistors de résistances R; et R2 en série sont équivalents a un résistor de résistance

Req=Ri+Rs |

En généralisant, n résistors de résistances Ry, ..., R, en série sont équivalents a un résistor
de résistance :

RE“=Ri+..+Ru=) R

k=1

Deux résistors de résistances R; et R2 en dérivation sont équivalents a un résistor de
11 1
Rsq R1 Rof

résistance Rgq tel que




En généralisant, n résistors de résistances Rj, ..., R, en dérivation sont équivalents a un
résistor de résistance Rgg”vat'm tel que :

1 1 1 1
R(éisrivation - E +..t+ E - ; R7k

S . . érivati 1 1 A
Attention, I'erreur typique est d'écrire Rgq """ = = TR En plus d'étre évidemment
1 2

fausse, cette relation n'est méme pas homogeéne.

Deux condensateurs de capacités C; et Cs en série sont équivalents a un condensateur de
L_1 1
Ceq C1 Cof

En généralisant, n condensateurs de capacités C1, ...,y en série sont équivalents a un
condensateur de capacité CZf;”e tel que :

capacité Cyq tel que

11, 1
C;cé‘rie - C N 3

Deux condensateurs de capacités C; et C5 en dérivation sont équivalents a un condensateur
de capacité C¢q = C1 + Co.

En généralisant, n condensateurs de capacités C1, ..., Cy, en dérivation sont équivalents a un
condensateur de capacité :

Ogsrivation _ Cl +..+C, = Z Ck
k=1

Deux bobines d'inductances L; et L2 en série sont équivalentes a une bobine d’'inductance

Leg=1L1+ Lol

En généralisant, n bobines d'inductances L1, ..., L,, en série sont équivalentes a une bobine
d'inductance :

n
L =Lit ..+ Ly=> L

k=1

Deux bobines d'inductances L et L2 en dérivation sont équivalentes a une bobine d'induc-
11 1
L Ii Lo

En généralisant, n bobines d'inductances L, ..., L, en dérivation sont équivalentes a une
bobine d'inductance L2t telle que :

tance L¢q telle que

1 1
Ldenvatlon = L +. + T Z Ly




Le circuit ci-dessous contient des résistors qui ont tous la méme résistance R.

— 1L "1
A - e
N J

Déterminer la résistance équivalente Rsq entre les points A et B.

Dans ce corrigé, les associations en série seront indiquées en rouge et les associations en
paralléle seront indiquées en bleu.

On commence par observer deux associations série. On utilise le fait que I'on peut alors
sommer les résistances, donnant a chaque fois une résistance R + R = 2R.

2R
Il y a ensuite une association paralléle, de résistance R’ telle que ! 1 + ! 3 On
nsuite un iation par. , résistan —_— ==t —= = —.
y 5 P R "RT2R 2R
adonc R = ZR.
3
2R 2R
| S| | S|
— 3t
| S|
2R

10



a - 2 5
L'association série qui apparait a une résistance —R + R = gR :

2R 2R
| S| | S|
A 1 :FL:FB e A 1 15
Zn e
. . 5 . a L. p 1 1
L'association paralléle qui apparait a une résistance R” telle que — = — 4+ — =
R" 2R ER
3 5 6 11 10
- 4+ — =" 4+ — =_—"""0Onad R" = —R.
2R " 5R 10R | 10R _ 10R " 2°onc 11
2R
1
| S|
A II ll { FB & A II ll { FB
5 10
37 i
: I - - s 10
Il ne reste alors qu'une association série de deux résistances. On en déduit que Req = ﬁR—i-R,
et alors :
21
R’q = ﬁR

11



Les conditions initiales d'un circuit électrique correspondent aux valeurs en t = 0" des
différentes grandeurs électriques (intensités, tensions, charges) dudit circuit.

Pour les déterminer, on exploite les continuités de la tension aux bornes d'un condensateur
(uc(t = 07) = wuc(t = 07)) et de lintensité du courant traversant une bobine
(ir(t=07) =1ir(t = 0")) en tracant le circuit équivalent en t = 0™

On utilise alors le fait que :

— Un condensateur est équivalent a un interrupteur ouvert en régime permanent; l'intensité
le traversant est alors toujours nulle.

— Une bobine est équivalente a un fil en régime permanent ; la tension a ses bornes est alors
toujours nulle.

Une équation différentielle d'ordre 1 est mise sous forme canonique si elle est écrite sous la
forme :

dF 1 1
— )+ - x F(t) = — X Fs
dt ®) T ®) T
T est appelée constante de temps ou temps caractéristique. F, représente la valeur

de F(t) lorsque ¢ tend vers l'infini. En d’autres termes, il s'agit de la valeur de F'(¢) « a I'équilibre ».

Les solutions de I'équation différentielle %(t) + 1 x F(t) = 1 X Foo sont de la forme :
T T

F(t)=Fu+Axe /™

ol A est une constante que I'on détermine a I'aide des conditions initiales.

F(t)

~+

12



On apercoit sur le tracé de F'(t) que deux phases ont lieu pour I'évolution de la vitesse. Tout
d'abord, celle-ci augmente, puis elle stagne jusqu'a une valeur limite.

La premiére phase est nommée régime transitoire; la deuxiéme phase est le régime
permanent.

On estime généralement que le régime permanent est atteint au bout de 5 X 7. T représente
donc un ordre de grandeur nécessaire pour passer du régime transitoire au régime permanent.

Si F'(t) vérifie une équation différentielle d'ordre 1 et de constante de temps 7, on peut
déterminer celle-ci par : F(t =7) — F(t = 0) = 0,63 X (Foo — F(t = 0)).

La pente a |'origine coupe I'axe horizontale correspondant a la vitesse finale a I'instant

t = 7. Il s'agit d’'une autre méthode courante pour mesurer expérimentalement la valeur de la
constante de temps.

13



Soit le circuit RC' série ci-dessous.

Le circuit est initialement éteint depuis « trés longtemps ». A I'instant ¢t = 0, on alimente le
circuit par une source de tension : on passe instantanément de e = 0 (gauche, t <0) ae=FE
(droite, ¢t > 0).

\ &
\ &

—AD o=l O

R R
1 1
| |

UR UR

1. Déterminer u(t = 01).
2. Déterminer I'équation différentielle vérifiée par u(¢). On posera un temps caractéristique 7

en fonction des données de I'énoncé. Vers quelle valeur la tension u(t) tend-elle lorsque
t— o007

3. Résoudre I'équation différentielle.

4. Tracer I'allure de u(t).

1. On sait que la tension aux bornes d'un it
condensateur est continue du temps :
u(t =07) = u(t = 07). On représente
alors ci-contre le circuit équivalent pour
t =07, en utilisant le fait qu'un conden-
sateur est équivalent 3 un interrupteur C \|u(t=07)
ouvert en régime permanent.

14



La loi des mailles donne u(t =07) +ur(t =07) =0 avecur(t=0") =R x i(t=07)
(loi d’Ohm). Cependant, aucun courant ne circule dans le circuit en ¢t = 0~ a cause
de la présence de I'interrupteur ouvert : on en déduit que i(t = 07) = 0, et donc que
ur(t = 07) = 0. Nécessairement, u(t =07) = 0.
Onaalors : [u(t=0")=0]|
. Appliquons la loi des mailles pourt >0 : E —u —ur = 0, c'est-a-dire : u +ur = E.
Or ur = R x i (loi d'Ohm), avec ce méme courant d’intensité i qui circule dans le

. du
condensateur : § = C'—.

dt
d .

On en déduit alors que u—&—RCd—TZ = FE. On divise par RC' pour avoir la forme canonique :

1
d—u + —1 u = ——F | Le temps caractéristique est alors .
dt RC RC
1
L d bre s'identifi — X Ux : déduit t) tend Uso=F|
e second membre s'identifie comme - on en déduit que u(t) ten vers

. Onau(t) = E+Ae 7 avec A une constante que I'on détermine 4 I'aide de la condition
initiale u(t = 0) = 0.
On aalors E+ Ae™ %7 =0, c'est-a-dire A = —E. On en déduit que :

=1

ut)=E—Ee /T =Ex[1—e "]

15



On dit que |'équation :

&r

e (t) +wg X F(t) = wg x Faeo

est celle d’un oscillateur harmonique. wo (en rads™!) est appelée pulsation propre du systéme;

F est la valeur autour de laquelle oscille F'(t).
2

d°F
Les solutions de I'équation différentielle F(t) +wd x F(t) = wi x Fs sont de la forme :

] F(t) = Foo + A x cos(wot) + B x sin(wot) \

ol A et B sont deux constantes que I'on détermine a |'aide des conditions initiales.
On peut mettre F'(t) sous la forme : F(t) = C cos(wot + ¢), ot C = /A% + B2.

La fréquence fo d'un oscillateur harmonique est liée a sa pulsation wo par la formule
wo = 27rf0.

2

T

On peut également lier la pulsation wo a la période Ty par la formule wo =

16



On dit que |'équation :

d’F
o)+

i O X F(t) + wi x F(t) = wa X Fao

Q

est celle d'un oscillateur amorti. wo (en rads™') est appelée pulsation propre du systéme; Q
(sans unité) est le facteur de qualité; F est la valeur vers laquelle tend F(t) lorsque t — oo.
Pour déterminer les solutions de cette équation, on pose |'équation caractéristique :

wo
Q

Cette équation se traite différemment selon la valeur de Q.

P+ 2rt+wi=0

Si Q < 1/2, le discriminant A de I'équation caractéristique est positif : on se situe dans le
régime apériodique. Les deux solutions 71 et r2 sont donc réelles et négatives.

1 1 . v
On pose alors 71 = —— et 79 = ——, ce qui permet d’écrire :
T1 T2
Ft)=  Fs»  + Ae V™ 4 Be /™
~—
régime permanent régime transitoire

avec A et B deux constantes que |'on détermine a |'aide des conditions initiales.

F(t)
}7‘OC ,,,,,,,,,,,,, R

T1 et T représentent deux constantes de temps du systéme. Le régime permanent est
alors atteint lorsque I'on a atteint 5 X max(71, 72).

Si @ > 1/2, le discriminant A de |'équation caractéristique est négatif : on se situe dans le
régime pseudo-périodique. Les deux solutions r; et r2 sont donc complexes et conjuguées.

1. . .
On pose alors 7 et ) tels que r1,2 = —— £ j, ce qui permet d'écrire :
T
F(t) = Foo + Acos(Qt) + Bsin(Qt)] e /™
(t) [A cos(Q2t) (Qt)]
régime permanent régime transitoire

avec A et B deux constantes que |'on détermine a |'aide des conditions initiales.

On peut également écrire F(t) = Fao + C cos(Q + @)e V™, ol C' = /A? + B2.

17



Foo £ Ce™t/T
t
<1
—~~
1 . N
Q=wox4/1— @ n'est pas égal a wo, sauf quand @ tend vers l'infini. Un systeme

oscillera donc d’autant plus lentement qu'il est amorti.

Régime apériodique critique

Si @ = 1/2, on se situe dans le cas apériodique critique. Ce cas est uniquement théorique,
car (@ n’est jamais exactement égal a 1/2.
Il s'agit du régime apériodique pour lequel on atteint le régime permanent le plus rapidement.

18



Soit un circuit LC série, alimenté depuis longtemps par une source de tension continue F
(ci-dessous a gauche). A t = 0, on divise par deux |I'amplitude de la source de tension (ci-dessous
a droite).

ur ur,
-« “«———
LYY YL
1A L 1A L

ETC) ¢~/ |uc E/QTCD ¢ |uc

duc
dt

2. Déterminer I'équation différentielle portant sur uc. La mettre sous forme canonique.

1. Déterminer uc(t = 0%), i(t =07) et (t=0").

3. Résoudre cette équation différentielle a I'aide des conditions initiales.

1. On sait que la tension aux bornes d'un
condensateur est continue du temps : ur(t=07)
uct = 07) = wc( = 0%). Par I —
ailleurs, l'intensité du courant traversant
une bobine est également continue

i(t=0")=i(t=0"). B
On représente alors ci-contre le circuit équi- ET ¢ uc(t=07)

valent pour t = 07, en utilisant le fait qu'un
condensateur est équivalent a un interrup-
teur ouvert en régime permanent, et qu'une

bobine est équivalente a un fil en régime
permanent.
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La loi des mailles donne que E = uc(t =07) +ur(t =07) avec ur,(t =07) =0 (la
tension aux bornes d'un fil est nulle). On en déduit que uc(t = 07) = E, et donc par

continuité que |uc(t = 07) = E|

Par ailleurs, on a i(¢ = 07) = 0 car le courant ne peut traverser un interrupteur ouvert,

. . d .
et donc par continuité | i(t =0%) =0 Or i = C% puisque ce courant passe par le

duc ., _ oy _
i (t=0")=0]|

condensateur, donc

. On applique la loi des mailles pour t > 0 : E/2 = ur + uc. Or ugp, = L%, donc

) . du
di+uc. Enfin, i = C—— d , donc onaE/2—LC d2
une constante. On peut réécrire cette équation en divisant par LC' :

E/2 = Ld— C 4 uc puisque C' est

d*uc N 1 E
— o = ——
&> ' LC ° 2LC
duc 9 1
On identifie a la forme canonique Ty + wiuc = Wi, ce qui donne w3 = c et
2 E Nécessairement, on a ! et E
Woloo = ——. , Wy = —— Uoo = — |
O 2LC ° T Lo 2

. L'équation différentielle est celle d'un oscillateur harmonique. Les solutions sont donc de
E
la forme uc(t) = o + Acos(wot) + B sin(wot).
=1 =0

Or uc(t =0) = E, donc % + Acos(wo X 0) +Bsin(wg x 0) = E, et alors | A =

&
=

duc _ duc _ d
On sait de plus que W(t =0) =0. Or i

—wo A sin(wot) + Bwo cos(wot). Ainsi, d—c(t = 0) = Buwy, et on en déduit que Bwo = 0,

dt
doa[B=0]

Finalement, la solution de I'équation différentielle est :

[0 4+ A cos(wot) + Bsin(wot)] =

uc(t) = g X [1 4 cos(wot)]
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Soit un circuit RLC' série initialement éteint depuis longtemps, puis soumis a une tension
continue E 3 partir de t = 0 (voir ci-dessous pour ¢t > 0).

Ona R=2kQ, L =1mH et C = 25nF.

1. Déterminer I'équation différentielle vérifiée par uc(t). La mettre sous forme canonique.

2. Déterminer les valeurs de la pulsation propre wo et du facteur de qualité @ du circuit.
Dans quel régime se trouve-t-il ?

3. Donner alors la forme des solutions, puis déterminer la valeur du temps caractéristique At
d’amortissement du systéme. On donne : /384 ~ 19,6.

4. On rajoute une bobine d'inductance L’ en série des autres composants. Pour quelle valeur
de L' est-on en régime apériodique critique ?

1. On applique la loi des mailles : E = ur+uc+ur avec ur, et ug les tensions respectivement
aux bornes de la bobine et de la résistance, prises en convention récepteur.

. duc di d*uc ‘e . i
Orurp =RXi=RX CW et up = LE = LC pve donc I'équation différentielle
. d2uc duc ..
devient £ = LC e + RCW + uc. En divisant par LC, on a alors :
d’uc  Rd’uc 1 E
iz "Tae 10" Ic

d%uc wo duc

a2 Tt Q dt

R =

En identifiant a la forme canonique + wiuc = wiueo, on a alors

3
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2. Calculons la pulsation propre : Calculons le facteur de qualité :
1

wo = —

VLC Q=

1
1 R
 V/Ix1030x25x 10°F

_ o] Lx 1077

_ 1 S 2x108 25 x 10-°
V25 x 10-12 B 1 " 1

L o T 2% 10 25 x 106

TS

:%me = 2x108 “5x103
1
=0,2 x 10° =—==01
: 10

=2x 10°rads™*

Le facteur de qualité @ est inférieur a 1/2 : on est donc en régime apériodique.

3. En régime apériodique, les solutions sont de la forme : | uc(t) = E 4+ Ae” /™ 4+ Be™"/™2 |

On détermine 71 et 72 en cherchant les solutions de I'équation caractéristique

w
r2+§0r+w8:().

Le discriminant de cette équation est :

A= (g)—élwg
5 2
—(221()) —4><(2><1O5)2

=4x10"% -4 x4x10"°
= 400 x 10® — 16 x 10*°
=384 x 10*° SI
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Les solutions de I'équation caractéristique sont alors :

f% +VA —% - VA
ry = 72 T2 = 2
2x10° | _2xXA0 mgrsiom
— 01 + /384 x 1010 7 0,1
—20 x 10° + 19,6 x 10° _ 20 x 10° — 19,6 x 10°
—0,4 x 10° _ 2396 x10°
-T2 2
— 9% 10%SI =—1,98 x 10° SI

On en déduit alors les valeurs des deux constantes de temps :

1 __ 1
T1 :—E T2 o
1 v
T T o x10f T T 198 x 106
=0,5x10"*s ~0,5x 10 °%s
=5x10"%s =5x10""s

La constante de temps la plus élevée est donc 71, ce qui signifie qu'elle correspond a la
durée la plus longue (entre 71 et 72) pour atteindre le régime permanent. Nécessairement,

ona|At=5m =25x10""s|.
| |

. Si I'on rajoute une bobine en série, I'inductance totale vaut Lit = L + L. On atteint le

1 1 [ Lo 1
régime apériodique critique si Q = > donc si E” 5t =3

2 312
2 x 10
Nécessairement, on a Lt = RTC = %

L' = Lix — L=25mH — 1 mH = 24mH|,

x 25 x 1072 = 25 x 1072 H, et donc
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Soit un circuit RLC série initialement
éteint depuis longtemps, puis soumis a une
tension continue E a partir de ¢ = 0 (voir
ci-contre pour t > 0).

OnaR=2001, L =20mH et C' = 20nF.
On admet par ailleurs que uc vérifie I'équation

d?uc  wo duc

différentielle +——+w§uc = wguoo

di¢? Q dt
1 1 /L
= — = —1/= et uc = F.
avec wo Jic' Q c et u

d
1. Déterminer uc(t = 01) et %(t =0").

quel régime se trouve-t-il ?

temps caractéristique d'oscillation T'.

de E, t, T et 7.

1. On sait que la tension aux bornes d'un

condensateur est continue du temps
uc(t = 07) = wuc(t = 0"). Par
ailleurs, l'intensité du courant traversant
une bobine est également continue
i(t=0")=i(t=0").
On représente alors ci-contre le circuit équi-
valent pour t = 07, en utilisant le fait qu'un
condensateur est équivalent a un interrup-
teur ouvert en régime permanent, et qu'une
bobine est équivalente a un fil en régime
permanent.
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Calculer les valeurs de la pulsation propre wq et du facteur de qualité @@ du circuit. Dans
Déterminer les expressions du temps caractéristique 7 d'amortissement du systéeme et du

En utilisant les conditions initiales, donner la solution de |'équation différentielle en fonction



On a i(t =07 ) = 0 car le courant ne peut traverser un interrupteur ouvert, et donc par

L . du .
continuité i(t = 07) = 0. Ori = CTtC puisque ce courant passe par le condensateur,

donc| ——(t=0%)=0]|
onc | — ( )

Par ailleurs, la loi des mailles donne que 0 = uc(t =07) +ur(t =07) + ur(t =07)
avec ur(t = 07) = 0 (la tension aux bornes d'un fil est nulle) et par la loi d’'Ohm
ur(t =07) = Rx i(t =07) = 0 (pas de courant a cet instant). On en déduit que

uc(t =07) =0, et donc par continuité que | uc(t =07) =0 |

. Calculons la pulsation propre : Calculons le facteur de qualité :
o — 1
' VIC 1 /L
! °=zr\Vc

T V20x10 PHx20x 10 9F

1 _ L /20 x 1072
T 20z x10-12 200 20 x 10—9

1 1
7 = — x V106
= o x Vio® 2(1)0X
1 5 4 -1 ST 1
:§><10 =5x10"rads 200>< 000
=5

Le facteur de qualité @ est supérieur a 1/2 : on est donc en régime pseudo-périodique.

. En régime pseudo-périodique, les solutions sont de la forme :

uc(t) = E + [Acos(Qt) + Bsin(Qt)] e /7

On détermine €2 et 7 en cherchant les solutions de I'équation caractéristique
wo
2+ Zr+wi=0.

Q

2
L , . w 1
Le discriminant de cette équation est A = (QO) —dwi = wd x (Q2
I'on est en régime pseudo-périodique, ce discriminant est négatif, et les solutions 71 et ro
de I'équation caractéristique sont complexes et conjuguées :

— 4). Puisque
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_%0 1 VA
1,2 = Q
’ 2
] 1
= 9 +< 4—- =
ey ()
0+ 1-— !
] =
2@ Juo Q2
On écrit alors ces solutions sous la forme 71 2 = —— + 52, ce qui donne par identification :
T
2Q 1
T:TOetQ:UJO 1—@
g - , . 2Q
On en déduit que le temps caractéristique d’amortissement est | 7 = — |, et que le
wo
L. . ey 2T 27
temps caractéristique d’oscillation est | 7' = o=
1
wo 1-— @
. Onauc(t ) [ cos(Q ) + Bsm(Qt)} ~t/7 ainsi que les deux conditions initiales
uc(t =0) (
—0 =1
—_—|
Or uc(t = |:Acos (2% 0)4+Bsin(Qx0)| e " =E+ A, donc0=E+ A
et alors A —
De plus :
duc d

5 = 3 (B +[Acos(Qt) + Bsin(Qt)] e A
= 0+ [~ AQsin(Qt) + BQcos(Qt)]e /™ + [Acos(Qt) + Bsin(Qt)] x (_%eft/f)

~ [ (Ba- é) cos(@) + (-9 - ?) sin(26)] e=/7
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Et alors :

=1

=0) = (BQ = é) cos(2 x 0)

duc

—po-2

T

—0 =il

—_—~
+ (—AQ _ 5) Gn(@ x0)| e
T

A
On en déduit que B2 — — =0, et donc que
T

B=_—=——|puisque A = —F.

En définitive, la solution est alors :

uc(t) = E X [1 — cos(Q2t)

Ll /7
or sm(Qt)] e
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