Theme O : Outils pour la physique

Chapitre 2 : Dérivation

1 Deériver un polynéme

Dérivée d’'un monome

Soit la fonction f : z +— k X ™ avec m un entier naturel et k£ une constante.
La dérivée de f est f/:x—n x k x "L,

W Remarque : Cette proposition est également vraie si n est un réel quelconque.

Dérivée d’'une somme

Soit f une fonction somme de deux autres fonctions : f = u + v.
La dérivée de f est f' = u' + v'. En d’'autres termes, (u+v)' =u' + ',

Dérivée d’un polynome

Soit un polyndme P : x> ag+ay X x4+ as x 22+ a3 x 23 4+ ...+ a, x 2"
On déduit des deux propriétés précédentes que la dérivée de P est

P :zrsa;+2a xx+3a3 x 22+ ...+ nay x 2"

Exercice 1

Déterminer les dérivées des mondmes suivants :

o a(x)==x o b(z)=23 o c(x)=2
o d(x)=5r e e(r)=-322 e f(z)=282"
2
o g(x)= §x5 o h(x)= 21‘7 o i(z)= ZwS
Exercice 2
Déterminer les dérivées des polynémes suivants :
a(z) = z + 22 o b(x)=a—>5x o c(z)=2—2*

d(x) = 524 4+ 322 e e(r) = —22+62° o f(x)=22%— 1224
4
o g(z)= §x4 +3z e h(z)= gﬂ — ng o i(z)= gx5 1944

Exercice 3 (*)

1
En admettant que v/ = 2'/2, montrer que la dérivée de la fonction racine carrée est z — N
T

Généraliser le résultat pour une racine n-iéme, en admettant que /z = z'/™.

Exercice 4 (*)

L L o 1
En admettant que — = &~ ", montrer que la dérivée de la fonction inverse est z — ——
x

1 7
Généraliser le résultat pour l'inverse d’une puissance, en admettant que — =z ".
T
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2 Dériver une fonction rationnelle

Dérivée de l'inverse d’une fonction

Soit v une fonction quelconque dérivable.
/ 1 /
En d'autres termes, (—) =——.
v

v2

Dérivée de l'inverse d’une fonction

Soit f une fonction quotient de deux autres fonctions : f = —.
v

1
La dérivée de la fonction — est
v

/ /
L., u Xv—uxv ,
La dérivée de f est ———————. En d’autres termes :
v

W Remarque : |l est rarement trés utile de développer la fonction v? au dénominateur. On cherchera
plutét a simplifier autant que possible le numérateur.

Exercice 1

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1 1 2
= b = — =
¢ alo) x+2 ) Bz () 2+ 3z
5 1 -3
B
5

Exercice 2

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

z+1 2’ 22t + 2
s B ey © =5

2 -2 1 ot — 5 +2
o dx)=-F5—7 o e(x)= o f(z)= 3 5

T° - 206119 8r° —3x +
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3 Dériver une fonction produit

Dérivées usuelles

On rappelle les dérivées de quelques fonctions usuelles :

e cos'(z) = —sin(z) e sin’(z) = cos(z)
, 1
o exp/(z)=exp(z) o In'(z)= -

& Remarque : On peut aussi bien noter exp(z) que e® pour la fonction exponentielle.

Dérivée d’un produit de fonctions

Soit f une fonction produit de deux autres fonctions : f = u X v.
La dérivée de f est v’ x v +u x v’. En d’autres termes :

(uxv) =u xv+uxv

Exercice

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

2

e a(z)=z* x cos(z) o b(x)=2axe" o

e d(x)=cos(z) xsin(x) e e(zr)=e® xIn(z) e
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4 Dériver une fonction composée

Dérivée d’une fonction composée

Soit f une fonction composée : f = uo v (c'est-a-dire que f(z) = u(v(z))).
La dérivée de f est v’ x (u/ o wv). En d'autres termes :

(wov) =o' x (u' ov)

C'est-a-dire que (uov) (z) = v'(z) x v/ (v(z)).

& Remarque : Une fonction du type f(z) = (v(x))™ peut se décomposer sous la forme f(z) = u(v(x))
avec u(x) = z™.

& Exemple : Prenons la fonction f : x — cos(Iln(z)). On a v(z) = In(z) et u(x) = cos(x). Leurs

dérivées sont respectivement v'(x) = — et u/(z) = —sin(z).
x

On en déduit que f'(z) = v'(x) x v/ (v(z)) = % x —sin(In(z)) = —

Exercice 1

Soit u une fonction quelconque dérivable. Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :
o ¢l e In(u)
e cos(u) e sin(u)

Exercice 2

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

e a(r)=cos(3x) e b(x)=sin(2z) o c¢(zr)=c¢e

o d(z)=1In(5z) e e(z)=exp(—2%/2)
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Exercice 3 (*)

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

<2m+ 1
o a(z)=cos

3r — 2

) o b(z)=sin(e?) o c(zr)=e" sin(z)

e d(x)=In(cos(x)) o e(x)=cosi(z) e f(z)=1In3)
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